C.1. Determinan

Suatu matriks persegi selalu dapat dikaitkan dengan suatu bilangan
yang disebut determinan. Determinan dari matriks persegi A dinotasikan

dengan |A|.
Untuk matriks A berordo 2 x 2, determinan matriks A didefinisikan
sebagai berikut.

Jika A = (ﬂ Z] maka determinan matriks A adalah |A| = M =ad - bc.
c

+

Adapun untuk matriks B berordo 3 x 3, determinan matriks B ini
didefinisikan sebagai berikut menggunakan kaidah Sarrus.

a b ¢
JkaB=| d e f |, maka determinan matriks B adalah
g h i

N
2 2 4
1 -2
Diketahui matriks A = 3 P dan B = 1 5 -6
-3 4 1
Tentukanlah |A| dan |B].
Jawab:
A=M=l-4—(—2)3=4+6=10
= +
Jadi, |A| = 10.

Bl =] 1
=2-5-1+(-3)(-6)(-3)+4-1-4-4.5(-3)-2-(-6)-4—(-3)-1-1
=10-54 + 16 + 60 + 48 + 3 =83

Jadi, |B| = 83.
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1. Tentukanlah determinan dari setiap matriks berikut

8 2 -2 4 0 0
A= , B= ,C=
3 - 8 16 -10 17

1

4
-2 -3 -4 0 8 12 9 -9 0
D= 3 4 5 |,E= 22 -1 -6 |,danF=| -3 4 1
1 1 1 -10 -7 14 2 1 3

2. Tentukanlah nilai x dari setiap persamaan berikut

2x  x+1 x+1 X
a. =1 d. =-2
3 x+5 2 x-1
2x -3 2x -1 -3
b. =0 e. =3
x-1 x-1 -x x+1
6—x 0 —2x 3
CH =0 f =6
=g -1 5
3. Diketahui matriks A dan B sebagai berikut.
2 1 0 1 -1 3
A=|13 4 0 |danB=| 7 1 2
0 0 2 5 0 1
Buktikan bahwa |AB|=|A||B].
. Y,

Berani

Tanpa mengevaluasi determinan secara langsung, tunjukkan bahwa:

sinoe  cosor  sin(o+0)
sinf cosf sin(f+0) | =0

sin cos sin(y +6
Y v (J/ ) Sumber : Elementary Linear Algebra

Y,
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Invers Matriks

Matriks persegi A mempunyai invers, jika ada matriks B sedemikian
hingga AB = BA =1, , dengan I matriks identitas. Pada persamaan
AB =BA =1 A dan B disebut saling invers. Berikut ini adalah syarat

nxn’

suatu matriks A mempunyai invers.

= lika |A| =0, maka matriks A tidak mempunyai invers. Oleh karena itu,
dikatakan matriks A sebagai matriks singular.

= lJika |A| # 0, maka matriks A mempunyai invers. Oleh karena itu,
dikatakan matriks A sebagai matriks nonsingular.

5 7 3
Tunjukkan bahwa A = [ ] dan B = [ ) 5 ] saling invers!
2 3 =

Jawab:
Kita harus membuktikan bahwa AB = BA =1

oo )3 THe Y
= (2 A He )

Perhatikan bahwa bentuk AB = BA = I, , sehingga dapat dikatakan
bahwa A dan B saling invers.

2x2"

Sifat-sifat invers matrik:

1. A H1=A
2. (AB)t=B1A1
3. (AT)—l fa (A—l)T

. J
a b
Untuk matriks A= P berordo 2 x 2 ini, kita dapat menentukan
c
inversnya sebagai berikut.
1= L-Ade
det A

B 1 d -b
- ad-be| —c a

Untuk menentukan invers suatu matriks dengan ordo 3 x 3, kalian
harus memahami tentang matriks minor, kofaktor, dan adjoint.

a. Matriks Minor

Matriks minor M, diperoleh dengan cara menghilangkan elemen-
elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j matriks A berordo 3 x 3, sehingga
didapat matriks baru dengan ordo 2 x 2. Determinan dari matriks tersebut
disebut minor dari determinan matriks A, ditulis dengan |Mi].|.
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Minor-minor dari matriks A adalah sebagai berikut.

Ay Oy Ay, A3 A, O3
M = M = M =
| " | Uz ds | . | Az dgg | . | Ay Ay
_ A Oy I R I LR
|M12| - ay Agx |M22| - y g |M32| - )
Y TR Y Ay
M = M = M =
| . | a3 Oz | ® | Gy g | ® | Ay Oy
b. Kofaktor

Kofaktor dari baris ke-i dan kolom ke-j dituliskan dengan A, Untuk
menentukannya ditentukan dengan rumus

Ay = (1) +j IM;]
Kofaktor-kofaktor dari matriks A adalah sebagai berikut.
A]_]_ = (_1)1+1 IMlll = IM]_lI

Ap = (-1)t+? IMp, | =-1M,l
A13 = (_1)1+3 |M13| = |M13|
A21: (_1)2+1 |M21| :_Ilel
A22: (_1)2+2 |M22| = IMzzl
Ay = (-1)°*° I Myl = -1 Myl
A31: (_1)3+1 |M31| = |M31|
A32= (_1)3+2 |M32| =_|M32|
Ay = (-1)°*° I Mgl = | Mgl

c. Adjoint

Misalkan suatu matriks A berordo n x n dengan A, kofaktor dari
matriks A, maka

A11 A21 Anl
A, A, - A
AdjointA (AdjA) = | " * "7 ’
Aln AZn Anm
Untuk matriks A berordo 3 x 3, maka
Ay Ay Ay
AdiA =| A, A, Ay
A13 A23 A33
4 o
%72 4
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Tentukan invers dari matriks A =

Jawab:

|Al =
= =M F &
=40+6+0-15-0- 32
= 46 — 47
= -1
A, =l 3—40 0 = 40
S -
2 3
Ap = -, 8:—(16—3):—13
2 5
Ag = o =0-5=-5
2 3
An =, 8=—(16—0)=—16
1 3
Ap =| o =8-8=5
12
Azgz—‘l 0‘:—(0—2):2
2 3
Ay =|g 4 =6-15=-9
1 3
A32=—‘2 3‘=—(3—6)=3
1 2
Ag =|, o =5-4=1
40 -16 -9
AdjA=|-13 5 3
5 2 1
40 -16 -9
-13 5 3
|Al -1

=N e
o o1 N
® W w

-40 16 9
13 -5 -3
5 -2 -1
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Untuk menentukan determinan dari matriks berordo 3 x 3, sé)
dengan kaidah Sarrus, dapat juga digunakan matriks minor dan kofaktor 2

All A12 AlS
Misalkan matriks A = | A,, A,, A,
A31 A32 A33

Determinan matriks A (det A) dapat ditentukan menggunakan rumus:
() 1Al =ayAy, +apA, +aAg,
a11|M11| - u12|M12| + a13|M13|

Ay Oy Ay Oy Ay Ay
= 0y -y + ay,
Az Oz a3 Oz A3 A
(i) TAL = ay,Ay + ayA,, + a,A,
= _a21|M21| + a22|M22| - ’123|M23|
Ay, A3 CTRCT ap Ay
=~y + a, = fy3
Az Oz Ay Oz a3 Oz
(i) JA] = a3Aq + apAq, + a3A5
= ”31|M31| - a32|M32| + ‘133|M33|
_ A, g g a, 4y
= A3 — g t Oy
Ay My 21 Oy )

> )

Tentukan determinan dari matriks B =

N
w b~ W
5 W W

Jawab:

Untuk menentukan determinannya, dapat digunakan ketiga rumus
yang telah dijelaskan di atas. Gunakan salah satu rumus tersebut.

1Bl = apAy + apAgy + apAg,

A T

B "3 4‘ "1 4% h 3‘
—1.(16-9)-3-(4-3)+3-(3-4)
—7-3-3
-1

g 4

@sc o ° - o

Asah Kompetensi 5 Ay At Ll At Tk

1. Tentukanlah invers dari setiap matriks berikut!

1 1
(=8 (6 15 | 2(a - b) 2(a + b)
A‘(m —1)’3_(—2 —sj’c_ 1 1 '

2(a - b) 2(a + b)
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11 2 1 2 1
D=2 4 3 ,danE=|1 -1 1

3 6 -8 1 10
2. Tentukanlah nilai x sehingga setiap matriks berikut singular!
4 2 1
x 9 x 9
A= , B = ,danC =| 8 x+2 «x
1 3x 4 x
2 1 3

4 -1
3. Diketahui matriks A =[ 5 . ] Jika matriks (A — kI) adalah matriks singular, tentukanlah

nilai k!

1 -1 1 -1
4. Diketahui matriks A:{ . . ]dan B=( . 4 ] Jika XA = B, tentukanlah matriks X.

EBTANAS 1995
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Waktu : 60 menit

a->b a

1. Tentukanlah syarat agar matriks [ b ] tidak mempunyai

a a+

invers.
1 -3
2. Diketahui matriks A= s a4 Tunjukkan bahwa (A™)" = (A)™*
4 7 2 1
3. Diketahui matriks A= dan B= .
3 5 4 3

Jika ‘At‘ = k‘At , tentukanlah nilai k.

EBTANAS 1997

4. Tunjukkan bahwa habis dibagi 19.
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